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شرایطبهینگیکمینهسازینامقید

قضیةشروطلازمکمینهمحلیضعیف
۱الف:𝛻𝑓 𝑥∗ = نقطهمانا0

۲الف:𝛻2𝑓 𝑥∗نیمهمعینمثبت

قضیةشروطکافیکمینهمحلیقوی
۱ب:𝛻𝑓 𝑥∗ = 0

۲ب:𝛻2𝑓 𝑥∗معینمثبت



شرایطبهینگیبیشینهسازینامقید

محلیضعیفبیشینهقضیةشروطلازم
۱الف:𝛻𝑓 𝑥∗ = نقطهمانا0

۲الف:𝛻2𝑓 𝑥∗منفینیمهمعین

قضیةشروطکافیبیشینهمحلیقوی
۱ب:𝛻𝑓 𝑥∗ = 0

۲ب:𝛻2𝑓 𝑥∗منفیمعین



نامقیدبیشینهسازیشرایطبهینگی

جهتبهینهسازینامقیدصرفاشروطاولودومجهتتاییدنقطهبهینه
افزودهشدنسربارمنطقةشدنیدربهینهسازیمقید

لزومواقعشدننقطهبهینهدرمنطقةشدنی



تاثیرقیدومحدودیت

Kochenderfer, Mykel J. Wheeler, Tim Allan - Algorithms for optimization-The MIT Press (2019)



تدوینریاضی

کمینهسازییابیشینهسازیتابعبادرنظرگرفتنقیدهاییرویمتغیرهایتابع

𝑥(یانامعلومها،پارامترها)بردارمتغیرها

𝑓از(عددی)تابعهدف،تابعیxکهقصدبیشینهیاکمینهکردنآنراداریم

𝑐𝑖توابعنمایشگرقیدهاییشاملتساویهاونامساویهاکهمقادیرxپاسختابعfبایدآنهارارعایتکنند
max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
𝑐𝑖 𝑥 = 0 𝑖 ∈ ℇ
𝑐𝑖 𝑥 ≤ 0 𝑖 ∈ Ι

ℇوΙمجموعهاندیسهایقیدهایتساویونامساوی



max
𝒙∈ℝ𝑛

𝑓(𝒙)

باتوجه
𝑔𝑖 𝒙 = 𝑐𝑖 , 𝑖 ∈ ℇ
ℎ𝑖 𝒙 ≤ 𝑏𝑖 , 𝑖 ∈ Ι

min
𝒙∈ℝ𝑛

𝑓(𝒙)

باتوجه
𝑔𝑖 𝒙 = 𝑐𝑖 , 𝑖 ∈ ℇ
ℎ𝑖 𝒙 ≥ 𝑏𝑖 , 𝑖 ∈ Ι



مجموعهفعال

𝒜 𝑥 = ℰ ∪ 𝑖 ∈ 𝐼 𝑐𝑖 𝑥 = 0}.



تکقیدتساوی

درنظرگرفتنتابعی

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑧

بامحدودیتی

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑐

fسطحوcثابت

gسطحترازیازسطح𝑔(𝑥,𝑦) = 𝑧





تقاطعدوتابعیاکمینهیابیشینهمقید





گرادیانهاموازییکدیگر



گرادیانهاموازییکدیگر

گرادیانهایمنحنیهایترازمضربیازیکدیگر



گرادیانهاموازییکدیگر

گرادیانهایمنحنیهایترازمضربیازیکدیگر

𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑘𝛻𝑔 𝑥, 𝑦



گرادیانهاموازییکدیگر

گرادیانهایمنحنیهایترازمضربیازیکدیگر

𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑘𝛻𝑔 𝑥, 𝑦
𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝜆𝛻𝑔 𝑥, 𝑦



گرادیانهاموازییکدیگر

گرادیانهایمنحنیهایترازمضربیازیکدیگر

𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑘𝛻𝑔 𝑥, 𝑦
𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝜆𝛻𝑔 𝑥, 𝑦

:برایسهبعدوبیشتر
𝛻𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝜆𝛻𝑔 𝑥, 𝑦, 𝑧



روشضرائبلاگرانژ

روشیقدرتمنددرحلمسائلبهینهسازیمقید
بیشینهیاکمینهبااستفادهازضرائبلاگرانژیافتمیشود

.یافتنحجمبیشینةجعبهایباقیداینکههزینةخریدمادهثابتباشد



تابعلاگرانژ

ℒ 𝒙, 𝜆1 = 𝑓 𝒙 − 𝜆1[𝑔 𝒙 − c]

𝛻𝒙ℒ 𝒙∗, 𝜆1
∗ = 0



تابعلاگرانژ

ℒ 𝒙, 𝜆1 = 𝑓 𝒙 − 𝜆1[𝑔 𝒙 − c]

𝛻𝒙ℒ 𝒙∗, 𝜆1
∗ = 0

شرطلازممرتبهاول



قضیهلاگرانژ

fوgبهطوریکه.توابعمشتقپذیریهستندfداراینقطهاکسترممدر(𝒙0)برسطحمنحنی𝑔(𝒙) = 𝑘
𝛻𝑔اگر.است 𝒙0 ≠ 𝛻𝑓وجودداردبهطوریکه𝜆،آنگاهعدد0 𝒙0 = 𝜆𝛻𝑔 𝒙0.

𝜆خوانندلاگرانژراضریب.



مثال

𝑀𝑎𝑥 𝑓 𝑥, 𝑦 = 4𝑥𝑦

𝑔 𝑥, 𝑦 =
𝑥2

32
+

𝑦2

42
= 1

حل

𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝜆𝛻𝑔 𝑥, 𝑦

⟹ 4𝑦𝒊 + 4𝑥𝒋 = 𝜆
2𝑥

9
𝒊 + 𝜆

𝑦

8
𝒋

⟹

4𝑦 = 𝜆
2𝑥

9

4𝑥 = 𝜆
𝑦

8

𝑥2

32
+

𝑦2

42
= 1

𝜆 =
18𝑦

𝑥

انشینیج
4𝑥 = 𝜆

𝑦

8

4𝑥 = 𝜆
𝑦

8
=

18𝑦

𝑥

𝑦

8
⟹ 4𝑥 =

9𝑦2

4𝑥

⟹
𝑥2

9
=

𝑦2

16

𝑥2

32
+

𝑦2

42
= 1 ⟹

𝑦2

16
+

𝑦2

16
= 1

⟹ y = 2 2 ⟹ x =
3 2

2

⟹ 𝑓𝑚𝑎𝑥 = 24



۲مثال
𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧

𝑥2 + 2𝑦2 + 4𝑧2 = 1

𝑔 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 + 2𝑦2 + 4𝑧2

𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝜆𝛻𝑔 𝑥, 𝑦

⟹ 𝒊+ 2𝒋 − 2𝒌 = 𝜆 2𝑥𝒊 + 4𝑦𝒋 + 8𝑧𝒌

⟹

1 = 2𝑥𝜆 → 𝑥 =
1

2𝜆

2 = 4𝑦𝜆 → 𝑦 =
1

2𝜆

−2 = 8𝑧𝜆 → 𝑧 = −
1

4𝜆

𝑥2 + 2𝑦2 + 4𝑧2 = 1

1

2𝜆

2
+ 2

1

2𝜆

2
+ 4(−

1

4𝜆
)2= 1 ⟹ 𝜆 = ±1

⟹  
𝜆 = 1 → 𝑥 = 0.5, 𝑦 = 0.5, 𝑧 = −.25

𝜆 = −1 → 𝑥 = −0.5, 𝑦 = −0.5, 𝑧 = .25

⟹  
𝜆 = 1 → 𝑓 0.5, .5, −.25 = بیش2

𝜆 = −1 → 𝑓 −0.5, 0.5, . 25 = −2 کم



(شکستنور)قانوناسنل

نزمانرانورهنگامگذرازمحیطشفافیبهمحیطشفافدیگردرطحمحیطدومخممیشودتامسیریباکمتری
طیکند

قانونشکستاسنل

قانونشکستنور



(شکستنور)قانوناسنل

نزمانرانورهنگامگذرازمحیطشفافیبهمحیطشفافدیگردرطحمحیطدومخممیشودتامسیریباکمتری
طیکند

قانونشکستاسنل

قانونشکستنور

sin 𝜃1

𝜈1
=

sin 𝜃2

𝜈2



(شکستنور)قانوناسنل

رینزمانطحمحیطدومخممیشودتامسیریباکمتسنورهنگامگذرازمحیطشفافیبهمحیطشفافدیگردر
راطیکند

سرعتنوردردومحیطباشد𝜈2و𝜈1:فرض

Q:𝑑1تاPفاصلهاز
2 + 𝑥2 + 𝑑2

2 + 𝑦2

سرعتبرابربامسافتتقسیمبرزمان،پس

𝑇 𝑥,𝑦 =
𝑑1
2+𝑥2

𝜈1
+

𝑑2
2+𝑦2

𝜈2
g(x,y)=x+y=aباقید



(شکستنور)قانوناسنل

𝑇 𝑥,𝑦 =
𝑑1
2+𝑥2

𝜈1
+

𝑑2
2+𝑦2

𝜈2
g(x,y)=x+y=aباقید

𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝜆𝛻𝑔 𝑥, 𝑦

⟹
𝑥

𝜈1 𝑑1
2+𝑥2

𝒊 +
𝑦

𝜈2 𝑑2
2+𝑦2

𝐣 = 𝜆𝒊 + 𝜆𝒋

⟹

𝑥

𝜈1 𝑑1
2+𝑥2

= 𝜆

𝑦

𝜈2 𝑑2
2+𝑦2

= 𝜆

𝑥 + 𝑦 = 𝑎

⟹
𝑥

𝜈1 𝑑1
2+𝑥2

=
𝑦

𝜈2 𝑑2
2+𝑦2



(شکستنور)قانوناسنل

𝑥

𝜈1 𝑑1
2+𝑥2

=
𝑦

𝜈2 𝑑2
2+𝑦2

sin 𝜃1 =
𝑥

𝑑1
2+𝑥2

sin 𝜃2 =
𝑦

𝑑2
2+𝑦2

⟹
sin 𝜃1

𝜈1
=

sin 𝜃2

𝜈2



۴مثال

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 = 8

𝑔 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 + 𝑦2

𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝜆𝛻𝑔 𝑥, 𝑦

2x + y 𝐢 + (2y + x)𝐣 = 𝜆 2x𝐢 + 2y𝐣

⟹

2x + y = 𝜆 2x → 𝑦 = 2𝜆𝑥 − 2𝑥 → 𝑦 = 2𝑥 𝜆 − 1 ∗

2y + x = 𝜆 2y → 𝑥 = 2𝜆𝑦 − 2𝑦 → 𝑥 = 2𝑦 𝜆 − 1 →
∗
𝑥 = 2 2𝑥 𝜆 − 1 𝜆 − 1

𝑥2 + 𝑦2 = 8

𝑥 = 4𝑥 𝜆 − 1 2 → 𝑥 4 𝜆 − 1 2 − 1 = 0

𝑥 = 0 امعتبرن

4 𝜆 − 1 2 − 1 = 0 →  
𝜆 = 1.5 → 𝑦 = 𝑥
𝜆 = 0.5 → 𝑦 = −𝑥



𝜆 = 1.5 ⟹ 𝑦 = 𝑥 ⟹ 𝑥2 + 𝑦2 = 8 ⟹ 𝑥2 + 𝑥2 = 8 ⟹  
𝑥 = 2, 𝑦 = 2

𝑥 = −2, 𝑦 = −2

𝜆 = 0.5 ⟹ 𝑦 = −𝑥 ⟹ 𝑥2 + 𝑦2 = 8 ⟹ 𝑥2 + 𝑥2 = 8 ⟹
𝑥 = 2, 𝑦 = −2
𝑥 = −2, 𝑦 = 2

 
𝑓 2,2 = 12

𝑓 2,−2 = 12
بیش

 
𝑓 −2,2 = 4

𝑓 −2,−2 = 4
کم



چندقیدتساوی

درنظرگرفتنتابعی

𝑓(𝒙) = 𝑧

بامحدودیتهای

𝑔۱ 𝒙 = 𝑐۱

𝑔2(𝒙) = 𝑐2

𝑐۱و𝑐2ثابت

gسطحترازیازسطح𝑔(𝒙) = 𝑧



چندقیدتساوی

𝑓(𝒙) = 𝑧

𝑔۱ 𝒙 = 𝑐۱

𝑔2(𝒙) = 𝑐2



چندقیدتساوی

𝑓(𝒙) = 𝑧

𝑔۱ 𝒙 = 𝑐۱

𝑔2(𝒙) = 𝑐2



چندقیدتساوی

𝑓(𝒙) = 𝑧

𝑔۱ 𝒙 = 𝑐۱

𝑔2(𝒙) = 𝑐2



چندقیدتساوی

𝑓(𝒙) = 𝑧

𝑔۱ 𝒙 = 𝑐۱

𝑔2(𝒙) = 𝑐2

𝛻𝑓 𝒙 = 𝜆1𝛻𝑔۱ 𝒙 + 𝜆2𝛻𝑔2 𝒙

𝛻𝑓 𝒙 = 𝝀. 𝛻𝑔(𝒙)

 
𝑔 𝑥 = 𝑐
𝜆 > 0

⟹ 𝑔 𝑥 − 𝑐 𝜆 = 0



چندقیدتساوی

𝑓(𝒙) = 𝑧

𝑔۱ 𝒙 = 𝑐۱

𝑔2(𝒙) = 𝑐2

ℒ 𝒙, 𝝀 = 𝑓 𝒙 − 𝜆1[𝑔۱ 𝒙 − 𝑐۱] − 𝜆2[𝑔2 𝒙 − 𝑐2]

𝛻𝑓 𝑥 = 𝜆1𝛻𝑔۱ 𝒙 + 𝜆2𝛻𝑔2 𝒙

𝛻𝑓 𝑥 = 𝜆. 𝛻𝑔(𝑥)

 
𝑔 𝑥 = 𝑐
𝜆 > 0

⟹ 𝑔 𝑥 − 𝑐 𝜆 = 0



چندقیدتساوی

𝑓 𝒙 − 𝜆1 𝑔۱ 𝒙 − 𝑐۱ − 𝜆2 𝑔2 𝒙 − 𝑐2



چندقیدتساوی

𝑓 𝒙 − 𝜆1 𝑔۱ 𝒙 − 𝑐۱ − 𝜆2 𝑔2 𝒙 − 𝑐2

𝛻𝑓 𝒙 =𝜆1𝛻𝑔۱ 𝒙 +𝜆2𝛻𝑔2 𝒙



چندقیدتساوی

𝑓 𝒙 − 𝜆1 𝑔۱ 𝒙 − 𝑐۱ − 𝜆2 𝑔2 𝒙 − 𝑐2

𝛻𝑓 𝒙 =𝜆1𝛻𝑔۱ 𝒙 +𝜆2𝛻𝑔2 𝒙 = 𝜆1, 𝜆2

𝝏𝑔۱
𝝏𝑥۱

𝝏𝑔1

𝝏𝑥2

𝝏𝑔2

𝝏𝑥1

𝝏𝑔2

𝝏𝑥2



چندقیدتساوی

𝑓 𝒙 − 𝜆1 𝑔۱ 𝒙 − 𝑐۱ − 𝜆2 𝑔2 𝒙 − 𝑐2

𝛻𝑓 𝒙 =𝜆1𝛻𝑔۱ 𝒙 +𝜆2𝛻𝑔2 𝒙 = 𝜆1, 𝜆2

𝝏𝑔۱
𝝏𝑥۱

𝝏𝑔1

𝝏𝑥2

𝝏𝑔2

𝝏𝑥1

𝝏𝑔2

𝝏𝑥2

⟹

𝝏𝑓

𝝏𝑥۱
𝝏𝑓

𝝏𝑥2

= [𝜆1, 𝜆2]

𝝏𝑔۱
𝝏𝑥۱

𝝏𝑔1
𝝏𝑥2

𝝏𝑔2
𝝏𝑥1

𝝏𝑔2
𝝏𝑥2



چندقیدتساوی

m قیدوn متغیر

⟹

𝝏𝑓

𝝏𝑥۱
⋮
𝝏𝑓

𝝏𝑥𝑛

= [𝜆1, … , 𝜆𝑚]

𝝏𝑔۱
𝝏𝑥۱

⋯
𝝏𝑔1
𝝏𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝝏𝑔𝑚
𝝏𝑥1

⋯
𝝏𝑔𝑚
𝝏𝑥𝑛

شرطناتباهیدگی



چندقیدتساوی

m قیدوn متغیر

⟹

𝝏𝑓

𝝏𝑥۱
⋮
𝝏𝑓

𝝏𝑥𝑛

= [𝜆1, … , 𝜆𝑚]

𝝏𝑔۱
𝝏𝑥۱

⋯
𝝏𝑔1
𝝏𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝝏𝑔𝑚
𝝏𝑥1

⋯
𝝏𝑔𝑚
𝝏𝑥𝑛

شرطناتباهیدگی
رتبهm



چندقیدتساوی

⟹

𝝏𝑓

𝝏𝑥۱
⋮
𝝏𝑓

𝝏𝑥𝑛

= [𝜆1, … , 𝜆𝑚]

𝝏𝑔۱
𝝏𝑥۱

⋯
𝝏𝑔1

𝝏𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝝏𝑔𝑚

𝝏𝑥1
⋯

𝝏𝑔𝑚

𝝏𝑥𝑛

ℒ 𝒙, 𝝀 = ℒ 𝑥۱, … , 𝑥𝑛, 𝜆1, … , 𝜆𝑚

= 𝑓 𝑥۱, … , 𝑥𝑛 −  𝑖=1
𝑚 𝜆𝑖 𝑔𝑖 𝑥۱, … , 𝑥𝑛 − 𝑐𝑖

:شروطلازمجهتبیشینهبودن

𝜕ℒ

𝜕𝑥۱
= 0,… ,

𝜕ℒ

𝜕𝑥𝑛
= 0

𝜕ℒ

𝜕𝜆۱
= 0,… ,

𝜕ℒ

𝜕𝜆𝑚
= 0



مثال

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧

𝑔۱ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 𝑥2 + 𝑦2 = 1

𝑔2 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 𝑥 + 𝑧 = 1

:حل



مثال

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧

𝑔۱ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 𝑥2 + 𝑦2 = 1

𝑔2 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 𝑥 + 𝑧 = 1

ماتریسژاکوبی:حل



مثال

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧

𝑔۱ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 𝑥2 + 𝑦2 = 1

𝑔2 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 𝑥 + 𝑧 = 1

ماتریسژاکوبی:حل
2𝑥 2𝑦 0

1 0 1



مثال

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧

𝑔۱ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 𝑥2 + 𝑦2 = 1

𝑔2 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 𝑥 + 𝑧 = 1

ماتریسژاکوبی:حل
2𝑥 2𝑦 0

1 0 1

x=y=0اگروفقطاگر۱رتبه



مثال

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧

𝑔۱ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 𝑥2 + 𝑦2 = 1

𝑔2 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 𝑥 + 𝑧 = 1

ماتریسژاکوبی:حل
2𝑥 2𝑦 0

1 0 1

x=y=0اگروفقطاگر۱رتبه
ممکننیست



مثال

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧

𝑔۱ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 𝑥2 + 𝑦2 = 1

𝑔2 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 𝑥 + 𝑧 = 1

ماتریسژاکوبی:حل
2𝑥 2𝑦 0

1 0 1

x=y=0اگروفقطاگر۱رتبه
ممکننیست
نادیدهگیریشرطاول



مثال

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧

𝑔۱ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 𝑥2 + 𝑦2 = 1

𝑔2 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 𝑥 + 𝑧 = 1

ماتریسژاکوبی:حل
2𝑥 2𝑦 0

1 0 1

x=y=0اگروفقطاگر۱رتبه
ممکننیست
نادیدهگیریشرطاول
وناتباهیده۲پسرتبه



مثال

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧

𝑔۱ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 𝑥2 + 𝑦2 = 1

𝑔2 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 𝑥 + 𝑧 = 1

ماتریسژاکوبی:حل
2𝑥 2𝑦 0

1 0 1

x=y=0اگروفقطاگر۱رتبه
ممکننیست
نادیدهگیریشرطاول
وناتباهیده۲پسرتبه

ℒ 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜆1, 𝜆2 = 𝑥𝑦𝑧 − 𝜆1(𝑥
2 + 𝑦2 − 1) − 𝜆2(𝑥 + 𝑧 − 1)



ادامه-مثال

ℒ 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜆1, 𝜆2 = 𝑥𝑦𝑧 − 𝜆1 𝑥2 + 𝑦2 − 1 − 𝜆2 𝑥 + 𝑧 − 1

𝜕ℒ

𝜕𝑥
= 𝑦𝑧 − 2𝜆1𝑥 − 𝜆2 = 0

𝜕ℒ

𝜕𝑦
= 𝑥𝑧 − 2𝜆1𝑦 = 0

𝜕ℒ

𝜕𝑧
= 𝑥𝑦 − 𝜆2 = 0

𝜕ℒ

𝜕𝜆۱
= 𝑥2 + 𝑦2 − 1 = 0

𝜕ℒ

𝜕𝜆𝑚
= 𝑥 + 𝑧 − 1 = 0



ادامه-مثال

ℒ 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜆1, 𝜆2 = 𝑥𝑦𝑧 − 𝜆1 𝑥2 + 𝑦2 − 1 − 𝜆2 𝑥 + 𝑧 − 1

𝜕ℒ

𝜕𝑥
= 𝑦𝑧 − 2𝜆1𝑥 − 𝜆2 = 0

𝜕ℒ

𝜕𝑦
= 𝑥𝑧 − 2𝜆1𝑦 = 0

𝜕ℒ

𝜕𝑧
= 𝑥𝑦 − 𝜆2 = 0

𝜕ℒ

𝜕𝜆۱
= 𝑥2 + 𝑦2 − 1 = 0

𝜕ℒ

𝜕𝜆𝑚
= 𝑥 + 𝑧 − 1 = 0

𝜆۱ =
𝑥𝑧

2𝑦
, 𝜆2 = xy

𝑦𝑧 − 2
𝑥𝑧

2𝑦
𝑥 − xy = 0

1 − 𝑥2 1 − 𝑥 − 𝑥2 1 − 𝑥 − 𝑥 1 − 𝑥2 = 0

1 − 𝑥 [1 − 3𝑥2 − 𝑥] = 0 ⟹  
1 − 𝑥 = 0

1 − 3𝑥2 − 𝑥 = 0

𝑥 = 1

𝑥 =
−1 + 13

6

−1 − 13

6



تکقیدنامساوی

max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ 𝑥 ≤ 𝑏

قید
آنمحدود«به»تابعهدف:تساوی
آنمحدود«با»تابعهدف:نامساوی!



تکقیدنامساوی

max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ 𝑥 ≤ 𝑏

قید
تابعهدفبهآنمحدود:تساوی
تابعهدفباآنمحدود:نامساوی!



تکقیدنامساوی

max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ 𝑥 ≤ 𝑏

خارجازناحیهقیدنامساوی«بیشینةبدونمحدودیت»
نامساویمانعدررسیدنبهبیشینهf

قیدمانع



تکقیدنامساوی

max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ 𝑥 ≤ 𝑏

خارجازناحیهقیدنامساوی«بیشینةبدونمحدودیت»
نامساویمانعدررسیدنبهبیشینهf

قیدمانع



تکقیدنامساوی

max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ 𝑥 ≤ 𝑏

𝛻𝑓 𝑥 = 𝜆𝛻ℎ 𝑥
ℎ 𝑥 = 𝑏,
𝜆 > 0



تکقیدنامساوی

max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ 𝑥 ≤ 𝑏

𝛻𝑓 𝑥 = 𝜆𝛻ℎ 𝑥

 
ℎ 𝑥 = 𝑏
𝜆 > 0

⟹ ℎ 𝑥 − 𝑏 𝜆 = 0



max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ 𝑥 ≤ 𝑏

داخلناحیهقیدنامساوی«بیشینهبدونمحدودیت»
قیدغیرمانع

تکقیدنامساوی



max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ 𝑥 ≤ 𝑏

داخلناحیهقیدنامساوی«بیشینهبدونمحدودیت»
قیدغیرمانع

تکقیدنامساوی

𝛻𝑓 𝑥 = 0



max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ 𝑥 ≤ 𝑏

داخلناحیهقیدنامساوی«بیشینهبدونمحدودیت»
قیدغیرمانع

تکقیدنامساوی

𝛻𝑓 𝑥 − 𝜆𝛻ℎ 𝑥 = 0, 𝜆 ≥ 0



max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ 𝑥 ≤ 𝑏

داخلناحیهقیدنامساوی«بیشینهبدونمحدودیت»
قیدغیرمانع

تکقیدنامساوی

𝛻𝑓 𝑥 = 0
𝛻𝑓 𝑥 = 0. 𝛻ℎ(𝑥)

 
ℎ 𝑥 ≤ 𝑏
𝜆 = 0

⟹ ℎ 𝑥 − 𝑏 𝜆 = 0



max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ 𝑥 ≤ 𝑏

خارجازناحیهقیدنامساوی«بیشینةبدونمحدودیت»
قیدمانع
ℎ 𝑥 − 𝑏 = 𝜆و0 ≥ 0

داخلناحیهقیدنامساوی«بیشینهبدونمحدودیت»
(کم)قیدغیرمانع
ℎ 𝑥 − 𝑏 ≤ 𝜆و0 = 0

شروطکمبودمتمم⟸
ℎ 𝑥 − 𝑏 𝜆 = 0

فارغازمانعبودنیانبودن⟸
𝜆 ≥ 0

ℎ 𝑥 ≤ 𝑏

تکقیدنامساوی



max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝒙)
باتوجه
ℎ 𝒙 ≤ 𝑏

ℒ 𝒙, 𝜆 = 𝑓 𝒙 − 𝜆 ℎ 𝒙 − 𝑏

𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥𝑖
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
− 𝜆

𝜕ℎ 𝒙

𝜕𝑥𝑖
= 0, ∀𝑖 = 1,… , 𝑛

𝜆
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝜆
= 𝜆[ℎ 𝒙 − 𝑏] = 0

𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝜆
= ℎ 𝒙 − 𝑏 ≤ 0

𝜆 ≥ 0

شروطلازممرتبهاولتکقیدنامساوی



max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝒙)

باتوجه
ℎ 𝒙 ≤ 𝑏
ℒ 𝒙, 𝜆 = 𝑓 𝒙 − 𝜆 𝑔 𝒙 − 𝑏

𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥𝑖
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
− 𝜆

𝜕𝑔 𝒙

𝜕𝑥𝑖
= 0, ∀𝑖 = 1,… , 𝑛

𝜆
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝜆
= 𝜆[𝑔 𝒙 − 𝑏] = کمبودمکمل0

𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝜆
= 𝑔 𝒙 − 𝑏 ≤ قیداصلی0

𝜆 ≥ 0

شروطلازممرتبهاولتکقیدنامساوی



چندقیدنامساوی

max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ1 𝑥 ≤ 𝑏1
ℎ2 𝑥 ≤ 𝑏2



چندقیدنامساوی

max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ1 𝑥 ≤ 𝑏1
ℎ2 𝑥 ≤ 𝑏2



چندقیدنامساوی

max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ1 𝑥 ≤ 𝑏1
ℎ2 𝑥 ≤ 𝑏2



چندقیدنامساوی

𝛻𝑓 𝑥 = 𝜆1𝛻ℎ۱ 𝒙 + 𝜆2𝛻ℎ2 𝒙

𝛻𝑓 𝑥 = 𝜆. 𝛻ℎ(𝑥)

 
ℎ1 𝑥 = 𝑏1
𝜆1 > 0

⟹ ℎ1 𝑥 − 𝑏1 𝜆1 = 0

 
ℎ2 𝑥 = 𝑏2
𝜆2 > 0

⟹ ℎ2 𝑥 − 𝑏2 𝜆2 = 0

max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ1 𝑥 ≤ 𝑏1
ℎ2 𝑥 ≤ 𝑏2



چندقیدنامساوی

max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ1 𝑥 ≤ 𝑏1
ℎ2 𝑥 ≤ 𝑏2
ℎ3 𝑥 ≤ 𝑏3



چندقیدنامساوی

max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ1 𝑥 ≤ 𝑏1
ℎ2 𝑥 ≤ 𝑏2
ℎ3 𝑥 ≤ 𝑏3



چندقیدنامساوی

max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ1 𝑥 ≤ 𝑏1
ℎ2 𝑥 ≤ 𝑏2
ℎ3 𝑥 ≤ 𝑏3 𝛻𝑓 𝑥 = 𝜆1𝛻ℎ۱ 𝒙 + 𝜆2𝛻ℎ2 𝒙 + 𝜆3𝛻ℎ3 𝒙

𝛻𝑓 𝑥 = 𝜆. 𝛻ℎ(𝑥)

 
ℎ1 𝑥 = 𝑏1
𝜆1 > 0

⟹ ℎ1 𝑥 − 𝑏1 𝜆1 = 0

 
ℎ2 𝑥 = 𝑏2
𝜆2 > 0

⟹ ℎ2 𝑥 − 𝑏2 𝜆2 = 0

 
ℎ3 𝑥 ≤ 𝑏3
𝜆3 = 0

⟹ ℎ3 𝑥 − 𝑏3 𝜆3 = 0



قیدنامساویشروطلازممرتبهاولچند

ℒ 𝒙, 𝜆 = 𝑓 𝒙 − 𝜆 ℎ 𝒙 − 𝑏

𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥1
= 0,… ,

𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥𝑛
= 0

𝜆1 ℎ1 𝒙 − 𝑏1 = 0,… , 𝜆𝑘 [ℎ𝑘 𝒙 − 𝑏𝑘] = 0

ℎ1 𝒙 ≤ 𝑏1, … , ℎ𝑘 𝒙 ≤ 𝑏𝑘

𝜆1 ≥ 0,… , 𝜆𝑘 ≥ 0

max
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
ℎ1 𝑥 ≤ 𝑏1

⋮
ℎ𝑘 𝑥 ≤ 𝑏𝑘



ترکیبانواعقیدها

max 𝑓 𝑥۱, … , 𝑥𝑛

𝑔1 𝑥۱, … , 𝑥𝑛 = 𝑐1, … , 𝑔𝑚 𝑥۱, … , 𝑥𝑛 = 𝑐𝑚

ℎ1 𝑥۱, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑏1, … , ℎ𝑘 𝑥۱, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑏𝑘



شروطلازممرتبهاولترکیبانواعقیدها

𝑥∗محلیرویمجموعهمقیددارایکمینهساز𝑚تساویو𝑘نامساوی

𝑘و(binding)ازنوعقیدمانعناتساوی𝑘0فرضتعداد − 𝑘0ناتساویازشمارقیدغیرمانع(non binding)

فرضماتریسژاکوبیرتبهکامل

ℒ 𝒙, 𝜆1, … , 𝜆𝑘 , 𝜇1, … , 𝜇𝑚 = 𝑓 𝒙 − 

𝑖=1

𝑘

𝜆𝑖 ℎ𝑖 𝑥 − 𝑏𝑖 − 

𝑖=1

𝑚

𝜇𝑖 𝑔𝑖 𝑥 − 𝑐𝑖

I) 
𝜕ℒ 𝒙∗,𝜆∗,𝜇∗

𝜕𝑥𝑖
= 0, ∀𝑖 ∈ 1, … , 𝑛

II) 𝜆𝑖
∗ ℎ𝑖 𝒙

∗ − 𝑏1 = 0, ∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑘

III) 𝑔𝑖 𝒙
∗ = 𝑐𝑖 , ∀𝑖 ∈ 1, … ,𝑚

IV) ℎ𝑖 𝒙
∗ ≥ 𝑏𝑖 , ∀𝑖 ∈ 1, … , 𝑘

V) 𝜆𝑖 ≥ 0, ∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑘

(ککت)



شروطلازممرتبهاولترکیبانواعقیدها

𝑥∗محلیرویمجموعهمقیددارایبیشینهساز𝑚تساویو𝑘نامساوی

𝑘و(binding)ازنوعقیدمانعناتساوی𝑘0فرضتعداد − 𝑘0ناتساویازشمارقیدغیرمانع(non binding)

فرضماتریسژاکوبیرتبهکامل

ℒ 𝒙, 𝜆1, … , 𝜆𝑘 , 𝜇1, … , 𝜇𝑚 = 𝑓 𝒙 − 

𝑖=1

𝑘

𝜆𝑖 ℎ𝑖 𝑥 − 𝑏𝑖 − 

𝑖=1

𝑚

𝜇𝑖 𝑔𝑖 𝑥 − 𝑐𝑖

I) 
𝜕ℒ 𝒙∗,𝜆∗,𝜇∗

𝜕𝑥𝑖
= 0, ∀𝑖 ∈ 1, … , 𝑛

II) 𝜆𝑖
∗ ℎ𝑖 𝒙

∗ − 𝑏1 = 0, ∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑘

III) 𝑔𝑖 𝒙
∗ = 𝑐𝑖 , ∀𝑖 ∈ 1, … ,𝑚

IV) ℎ𝑖 𝒙
∗ ≤ 𝑏𝑖 , ∀𝑖 ∈ 1, … , 𝑘

V) 𝜆𝑖 ≥ 0, ∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑘

(ککت)



شروطلازممرتبهاولترکیبانواعقیدها

𝑥∗کمینهسازمحلیرویمجموعهمقیددارای𝑚تساویو𝑘نامساوی

𝑘و(binding)ناتساویازنوعقیدمانع𝑘0فرضتعداد − 𝑘0ناتساویازشمارقیدغیرمانع(non binding)

فرضماتریسژاکوبیرتبهکامل

ℒ 𝒙, 𝜆1, … , 𝜆𝑘 , 𝜇1, … , 𝜇𝑚 = 𝑓 𝒙 − 

𝑖=1

𝑘

𝜆𝑖 ℎ𝑖 𝑥 − 𝑏𝑖 − 

𝑖=1

𝑚

𝜇𝑖 𝑔𝑖 𝑥 − 𝑐𝑖

I) 
𝜕ℒ 𝒙∗,𝜆∗,𝜇∗

𝜕𝑥𝑖
= 0, ∀𝑖 ∈ 1, … , 𝑛

II) 𝜆𝑖
∗ ℎ𝑖 𝒙

∗ − 𝑏1 = 0, ∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑘

III) 𝑔𝑖 𝒙
∗ = 𝑐𝑖 , ∀𝑖 ∈ 1, … ,𝑚

IV) ℎ𝑖 𝒙
∗ ≥ 𝑏𝑖 , ∀𝑖 ∈ 1, … , 𝑘

V) 𝜆𝑖 ≥ 0, ∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑘

ناتباهیدگینیازبهتوجهبهشرط

(ککت)



نسبتقیدوبهینه



𝑓 𝑥, 𝑦 = 3𝑥 + 4𝑦

𝑔1 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4

𝑔2 𝑥, 𝑦 = −𝑥 ≤ −1

ℒ 𝑥, 𝑦, 𝜆1, 𝜆2 = 3𝑥 + 4𝑦 − 𝜆1 𝑥2 + 𝑦2 − 4 − 𝜆2 −𝑥 + 1 , 𝜆1, 𝜆2 > 0

𝐼)
𝜕ℒ

𝜕𝑥
= 3 − 2𝜆1𝑥 + 𝜆2 = 0

𝐼𝐼)
𝜕ℒ

𝜕𝑦
= 4 − 2𝜆1y=0

𝐼𝐼𝐼) 𝜆1(𝑥
2 + 𝑦2 − 4) = 0

𝐼𝑉) 𝜆2(−𝑥 + 1) = 0



چندویژگی

ضریبلاگرانژفراهمکنندهاطلاعاتحساسیتحولنقطهبهینه

مشکلات
امکانشکستزمان𝛻𝑔 𝑥0,𝑦0 = 0

امکاننیازبهجبرخطیپیچیدهومشکلجهتحلمسئله



شروطبهینگیمرتبهدوم



شرطلازممرتبهدومبیشینه

𝒅. 𝛻𝑥𝑥
2 ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ . 𝒅 ≤ 0, 𝒅 ∈ Λ(𝒙∗)

Λ(𝒙∗) = {𝒅 ∈ 𝑅𝑛, 𝛻ℎ𝑖 𝒙
∗ 𝑇

. 𝒅 = 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚, 𝑖 ∈ ℐ(𝒙∗)}



شروطبهینگیمرتبهدوم
𝑓 𝒙∗ + 𝛿



شروطبهینگیمرتبهدوم
𝑓 𝒙∗ + 𝛿 = ℒ 𝒙∗ + 𝛿, 𝜆∗



شروطبهینگیمرتبهدوم
𝑓 𝒙∗ + 𝛿 = ℒ 𝒙∗ + 𝛿, 𝜆∗

= ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ + 𝛿𝑇𝛻𝒙ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ +
1

2
𝛿𝑇𝛻𝑥𝑥

2 ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ 𝛿 + 𝑂(𝛿𝑇𝛿)



شروطبهینگیمرتبهدوم
𝑓 𝒙∗ + 𝛿 = ℒ 𝒙∗ + 𝛿, 𝜆∗

= ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ + 𝛿𝑇𝛻𝒙ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ +
1

2
𝛿𝑇𝛻𝑥𝑥

2 ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ 𝛿 + 𝑂(𝛿𝑇𝛿)

= 𝑓∗ +
1

2
𝛿𝑇𝛻𝑥𝑥

2 ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ 𝛿 + 𝑂(𝛿𝑇𝛿)



شروطبهینگیمرتبهدوم

منفیمعینبودنماتریسهسیتابعلاگرانژ

نیازبهتحلیلبیشتر

𝑓 𝒙∗ + 𝛿 = ℒ 𝒙∗ + 𝛿, 𝜆∗

= ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ + 𝛿𝑇𝛻𝒙ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ +
1

2
𝛿𝑇𝛻𝑥𝑥

2 ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ 𝛿 + 𝑂(𝛿𝑇𝛿)

= 𝑓∗ +
1

2
𝛿𝑇𝛻𝑥𝑥

2 ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ 𝛿 + 𝑂(𝛿𝑇𝛿)

𝛻𝑥𝑥
2 ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ = 𝛻𝑥𝑥

2 𝑓 𝒙∗ − 

𝑖=1

𝑚

𝜆𝑖
∗. 𝛻2ℎ𝑖(𝒙

∗)



شروطبهینگیمرتبهدوم

𝒅. 𝛻𝑥𝑥
2 ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ . 𝒅 < 0, ∀𝒅

𝛻ℎ𝑖 𝒙
∗ 𝑇

. 𝒅 = 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚

𝑓 𝒙∗ + 𝛿 = ℒ 𝒙∗ + 𝛿, 𝜆∗

= ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ + 𝛿𝑇𝛻𝒙ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ +
1

2
𝛿𝑇𝛻𝑥𝑥

2 ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ 𝛿 + 𝑂(𝛿𝑇𝛿)

= 𝑓∗ +
1

2
𝛿𝑇𝛻𝑥𝑥

2 ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ 𝛿 + 𝑂(𝛿𝑇𝛿)

𝛻𝑥𝑥
2 ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ = 𝛻𝑥𝑥

2 𝑓 𝒙∗ − 

𝑖=1

𝑚

𝜆𝑖
∗. 𝛻2ℎ𝑖(𝒙

∗)



شرطبهینگیمرتبهدوم

𝛻𝑥𝑥
2 ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ = 𝛻2𝑓 𝑥∗ −  𝑖=1

𝑚 𝜆𝑖
∗. 𝛻2ℎ𝑖(𝒙

∗)

𝒅. 𝛻𝑥𝑥
2 ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ . 𝒅 < 0, ∀𝒅: 𝛻ℎ𝑖 𝒙

∗ 𝑇
. 𝒅 = 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚



مثال

max 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥3

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 3

حل



مثال

max 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥3

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 3

حل

ℒ 𝒙, 𝜆 = 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥3 − 𝜆 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 3



مثال

max 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥3

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 3

حل

ℒ 𝒙, 𝜆 = 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥3 − 𝜆 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 3

𝛻ℒ 𝒙, 𝜆 =

𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥1
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥2
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥3
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝜆



مثال

max 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥3

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 3

حل

ℒ 𝒙, 𝜆 = 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥3 − 𝜆 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 3

𝛻ℒ 𝒙, 𝜆 =

𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥1
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥2
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥3
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝜆

=

𝑥2 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥2 − 𝜆

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 3

=

0
0
0
0



مثال

max 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥3

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 3

حل

ℒ 𝒙, 𝜆 = 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥3 − 𝜆 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 3

𝛻ℒ 𝒙, 𝜆 =

𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥1
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥2
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥3
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝜆

=

𝑥2 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥2 − 𝜆

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 3

=

0
0
0
0

⟹

𝑥1
∗

𝑥2
∗

𝑥3
∗

𝜆∗

=

1
1
1
2



ادامه-مثال

𝑥1
∗

𝑥2
∗

𝑥3
∗

𝜆∗

=

1
1
1
2

𝛻ℒ 𝒙, 𝜆 =

𝑥2 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥2 − 𝜆

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 3



ادامه-مثال

𝑥1
∗

𝑥2
∗

𝑥3
∗

𝜆∗

=

1
1
1
2

𝛻𝑥𝑥
2 ℒ 𝒙, 𝜆

𝛻ℒ 𝒙, 𝜆 =

𝑥2 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥2 − 𝜆

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 3



ادامه-مثال

𝑥1
∗

𝑥2
∗

𝑥3
∗

𝜆∗

=

1
1
1
2

𝛻𝑥𝑥
2 ℒ 𝒙, 𝜆 =?

𝛻ℒ 𝒙, 𝜆 =

𝑥2 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥2 − 𝜆

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 3



ادامه-مثال

𝑥1
∗

𝑥2
∗

𝑥3
∗

𝜆∗

=

1
1
1
2

𝛻𝑥𝑥
2 ℒ 𝒙, 𝜆 =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

𝛻ℒ 𝒙, 𝜆 =

𝑥2 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥2 − 𝜆

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 3



ادامه-مثال

𝑥1
∗

𝑥2
∗

𝑥3
∗

𝜆∗

=

1
1
1
2

𝛻𝑥𝑥
2 ℒ 𝒙, 𝜆 =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

⟹ 2,−1,−1

𝛻ℒ 𝒙, 𝜆 =

𝑥2 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥2 − 𝜆

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 3



ادامه-مثال

𝑥1
∗

𝑥2
∗

𝑥3
∗

𝜆∗

=

1
1
1
2

𝛻𝑥𝑥
2 ℒ 𝒙, 𝜆 =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

⟹ 2,−1,−1

.خودمثبتمعینیامنفیمعیننیست

𝛻ℒ 𝒙, 𝜆 =

𝑥2 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥2 − 𝜆

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 3



ادامه-مثال

𝑥1
∗

𝑥2
∗

𝑥3
∗

𝜆∗

=

1
1
1
2

𝛻𝑥𝑥
2 ℒ 𝒙, 𝜆 =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

⟹ 2,−1,−1

.خودمثبتمعینیامنفیمعیننیست

𝒅: 𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 = 0

𝛻ℒ 𝒙, 𝜆 =

𝑥2 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥2 − 𝜆

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 3



ادامه-مثال

𝑥1
∗

𝑥2
∗

𝑥3
∗

𝜆∗

=

1
1
1
2

𝛻𝑥𝑥
2 ℒ 𝒙, 𝜆 =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

⟹ 2,−1,−1

.خودمثبتمعینیامنفیمعیننیست

𝒅: 𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 = 0

𝒅𝑇 . 𝛻𝑥𝑥
2 ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ . 𝒅 = −(𝑑1

2 + 𝑑2
2 + 𝑑3

2)<0

𝛻ℒ 𝒙, 𝜆 =

𝑥2 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥2 − 𝜆

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 3



۲مثال

𝑥𝑦)باقید𝑥𝑦𝑧بیشینه + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧) =
𝑐

2



۲مثال

𝑥𝑦)باقید𝑥𝑦𝑧بیشینه + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧) =
𝑐

2

ℒ 𝒙, 𝜆 = 𝑥𝑦𝑧 − 𝜆 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧 −
𝑐

2

𝛻ℒ 𝒙, 𝜆 =

𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑦

𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑧
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝜆

=

𝑦𝑧 − 𝜆𝑦 − 𝜆𝑧
𝑥𝑧 − 𝜆𝑥 − 𝜆𝑧
𝑥𝑦 − 𝜆𝑥 − 𝜆𝑦

𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧 −
𝑐

2

=

0
0
0
0

⟹جمعسهمعادلهاول 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧 − 2𝜆 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 ⟹
𝑐

2
− 2𝜆 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 ⟹ 𝜆 ≠ 0

هرسهبرابرصفرکهممکننیستzوyوxآنگاهx=0اگر



ادامه-۲-مثال

𝑥𝑦)باقید𝑥𝑦𝑧بیشینه + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧) =
𝑐

2

ℒ 𝒙, 𝜆 = 𝑥𝑦𝑧 − 𝜆 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧 −
𝑐

2

𝛻ℒ 𝒙, 𝜆 =

𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑦

𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑧
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝜆

=

𝑦𝑧 − 𝜆𝑦 − 𝜆𝑧
𝑥𝑧 − 𝜆𝑥 − 𝜆𝑧
𝑥𝑦 − 𝜆𝑥 − 𝜆𝑦

𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧 −
𝑐

2

=

0
0
0
0

⟹جمعسهمعادلهاول 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧 − 2𝜆 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 ⟹
𝑐

2
− 2𝜆 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 ⟹ 𝜆 ≠ 0

هرسهبرابرصفرکهممکننیستzوyوxآنگاهx=0اگر

هرسهمتغیربرابر
𝑐

6



[مرزییاکرانی؟]هسیحاشیهدار

0𝑚×𝑚 𝛻ℎ(𝑥∗)𝑚×𝑛

𝛻ℎ(𝑥∗)𝑛×𝑚
𝑇 𝐻(ℒ(𝑥∗))𝑛×𝑛 𝑚+𝑛 ×(𝑚+𝑛)

(فعال)هرلاگرانژیمحدودباتساویونامساویموثر

n-mکهاد
تعدادمحدودیتهازوج

تابعدارایکمینهاگرهمهکهادهامثبت𝐻2𝑚+1 > 0,𝐻2𝑚+2 > 0,… ,𝐻𝑛+𝑚 > 0

تابعدارایبیشینه،یکدرمیانمنفیوسپسمثبت𝐻2𝑚+1 < 0,𝐻2𝑚+2 > 0,…

تعدادمحدودیتهافرد
منفیاگرهمهکهادهاکمینه،تابعدارای𝐻2𝑚+1 > 0,𝐻2𝑚+2 > 0,… ,𝐻𝑛+𝑚 > 0

منفیسپسمثبتوبیشینه،یکدرمیانتابعدارای𝐻2𝑚+1 > 0,𝐻2𝑚+2 < 0,…

وسپستغییرمتناوبعلامت𝑚+1(1−)کوچکترینبایدهمضریب
بیشینه



مثال

max 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥3

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 3

حل
n-m

𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥1
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥2
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥3
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝜆

=

𝑥2 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥3 − 𝜆
𝑥1 + 𝑥2 − 𝜆

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 3

⟹

𝑥1
∗

𝑥2
∗

𝑥3
∗

𝜆∗

=

1
1
1
2

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

= −3

0 1 1
1 0 1
1 1 0

= 2



۲مثال

𝑓 𝑤; 𝑥; 𝑦; 𝑧 = −𝑤2 − 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧2

𝑔 𝑤; 𝑥; 𝑦; 𝑧 = 4𝑤 − 3𝑦 + 𝑧 + 15 = 0

ℎ 𝑤; 𝑥; 𝑦; 𝑧 = −2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 5 = 0



ادامه-۲مثال

max 𝑓 𝑤; 𝑥; 𝑦; 𝑧 = −𝑤2 − 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧2

𝑔 𝑤; 𝑥; 𝑦; 𝑧 = 4𝑤 − 3𝑦 + 𝑧 + 15 = 0
ℎ 𝑤; 𝑥; 𝑦; 𝑧 = −2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 5 = 0



ادامه-۲مثال

𝑓 𝑤; 𝑥; 𝑦; 𝑧 = 𝑤2 − 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧2

𝑔 𝑤; 𝑥; 𝑦; 𝑧 = 4𝑤 − 3𝑦 + 𝑧 + 15 = 0
ℎ 𝑤; 𝑥; 𝑦; 𝑧 = −2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 5 = 0



دوگانی

کرانبالایمقداربیشینةتابعمقید

کرانپایینمقدارکمینهتابعمقید



دوگانی

کرانبالایمقداربیشینةتابعمقید
بیشینةتابعمقید≥بیشینةتابعهدف

کرانپایینمقدارکمینهتابعمقید
کمینةتابعمقید≤هدفکمینةتابع



دوگانی

max−𝑥1
2 − 𝑥2

2 − 2𝑥1
باتوجه
𝑥1 + 𝑥2 = 0

⟹ 𝑥2 = −𝑥1 ⟹−𝑥1
2 − 𝑥2

2 − 2𝑥1 = −2𝑥1
2 − 2𝑥1 ⟹ 𝑥1 = −

1

2

⟹جواببهینه −
1

2
,
1

2
, 𝑓∗ =

1

2



دوگانی

کرانبالایمقداربیشینةتابع
بیشینةتابعمقید≥بیشینةتابعهدف

کرانپایینمقدارکمینهتابع
کمینةتابعمقید≤هدفکمینةتابع

𝑃  

max−𝑥1
2 − 𝑥2

2 − 2𝑥1
باتوجه

𝑥1 + 𝑥2 = 0

𝑃0  max−𝑥1
2 − 𝑥2

2 − 2𝑥1

𝑃0 ≥ 𝑃?



دوگانی

کرانبالایمقداربیشینةتابع
بیشینةتابعمقید≥بیشینةتابعهدف

کرانپایینمقدارکمینهتابع
کمینةتابعمقید≤هدفکمینةتابع

𝑃  

max−𝑥1
2 − 𝑥2

2 − 2𝑥1
باتوجه

𝑥1 + 𝑥2 = 0

𝑃0  max−𝑥1
2 − 𝑥2

2 − 2𝑥1

𝑃0 ≥ 𝑃? −1,0 , f = 1



دوگانی

کرانبالایمقداربیشینةتابع
بیشینةتابعمقید≥بیشینةتابعهدف

𝑃  

max−𝑥1
2 − 𝑥2

2 − 2𝑥1
باتوجه

𝑥1 + 𝑥2 = 0

𝑃𝜇  max𝑥1,𝑥2
−𝑥1

2 − 𝑥2
2 − 2𝑥1 − 𝜇(𝑥1 + 𝑥2)

𝑃𝜇 ≥ 𝑃?



دوگانی

کرانبالایمقداربیشینةتابع
بیشینةتابعمقید≥بیشینةتابعهدف

𝑃  

max−𝑥1
2 − 𝑥2

2 − 2𝑥1
باتوجه

𝑥1 + 𝑥2 = 0

𝑃𝜇  max𝑥1,𝑥2
−𝑥1

2 − 𝑥2
2 − 2𝑥1 − 𝜇(𝑥1 + 𝑥2) 𝑃𝜇 ≥ 𝑃? −1 −

𝜇

2
,−

𝜇

2



دوگانی

کرانبالایمقداربیشینةتابع
بیشینةتابعمقید≥بیشینةتابعهدف

𝑃  

max−𝑥1
2 − 𝑥2

2 − 2𝑥1
باتوجه

𝑥1 + 𝑥2 = 0

𝑃𝜇  max𝑥1,𝑥2
−𝑥1

2 − 𝑥2
2 − 2𝑥1 − 𝜇(𝑥1 + 𝑥2) 𝑃𝜇 ≥ 𝑃? −1 −

𝜇

2
,−

𝜇

2

q 𝜇 = 𝑃𝜇
∗ = − −1 −

𝜇

2

2

− −
𝜇

2

2

− 2 −1 −
𝜇

2
− 𝜇 −1 − 𝜇

=
𝜇2

2
+ 𝜇 + 1



دوگانی

max
𝒙∈ℝ𝑛

𝑓(𝒙) ℝ𝑛 → ℝ

باتوجه
𝑔𝑖 𝒙 = 𝑐𝑖 , 𝑖 ∈ ℇ ℝ𝑛 → ℝ𝑚

ℎ𝑖 𝒙 ≤ 𝑏𝑖 , 𝑖 ∈ Ι ℝ𝑛 → ℝ𝑘

لاگرانژ
ℒ 𝒙, 𝝀, 𝝁 = 𝑓 𝒙 − 𝝀𝑇(𝒉 𝒙 − 𝒃) − 𝝁𝑇(𝒈 𝒙 − 𝒄)
دوگان
𝑞:ℝ𝑚+𝑘 → ℝ ∷ 𝑞 𝝀, 𝝁 = max

𝑥∈ℝ
ℒ 𝒙, 𝝀, 𝝁

بدونمحدودیت



قضیه

𝝀اگر.باشد(یگان)جواببهینةمسئلهاصلی∗𝑥فرض ∈ ℝ𝑘و𝝁 ∈ ℝ𝑚و𝝀 ≥ 0

𝑞آنگاه 𝝀,𝝁 ≥ 𝒇(𝑥∗)



قضیه

𝝀اگر.باشد(یگان)جواببهینةمسئلهاصلی∗𝑥فرض ∈ ℝ𝑘و𝝁 ∈ ℝ𝑚و𝝀 ≥ 0

𝑞آنگاه 𝝀,𝝁 ≥ 𝒇(𝑥∗)

اثبات

𝑞 𝝀, 𝝁 = m𝑎𝑥
𝑥∈ℝ

ℒ 𝒙, 𝝀, 𝝁 ≥ ℒ 𝑥∗, 𝝀, 𝝁 = 𝒇(𝑥∗) −𝝀𝑇[𝒉 𝑥∗ − 𝒃] − 𝝁𝑇[𝒈 𝑥∗ − 𝒄]

= 𝒇(𝑥∗) −𝝀𝑇[𝒉 𝑥∗ − 𝒃]
𝝀≥0, 𝒉 𝑥∗ −𝒃 ≤0

− 𝝁𝑇[𝒈 𝑥∗ − 𝒄]
=0

≥ 𝒇(𝑥∗)



قضیه

𝝀اگر.باشد(یگان)جواببهینةمسئلهاصلی∗𝑥فرض ∈ ℝ𝑘و𝝁 ∈ ℝ𝑚و𝝀 ≥ 0

𝑞آنگاه 𝝀,𝝁 ≥ 𝒇(𝒙∗)

اثبات

𝑞 𝝀, 𝝁 = m𝑎𝑥
𝑥∈ℝ

ℒ 𝒙, 𝝀, 𝝁 ≥ ℒ 𝒙∗, 𝝀, 𝝁 = 𝒇(𝒙∗) −𝝀𝑇[𝒉 𝒙∗ − 𝒃] − 𝝁𝑇[𝒈 𝒙∗ − 𝒄]

= 𝒇(𝒙∗) −𝝀𝑇[𝒉 𝒙∗ − 𝒃]
𝝀≥0, 𝒉 𝒙∗ −𝒃 ≤0

≥0

− 𝝁𝑇[𝒈 𝒙∗ − 𝒄]
=0

≥ 𝒇(𝒙∗)



شروطلازممرتبهاولترکیبانواعقیدها

𝑥∗محلیرویمجموعهمقیددارایبیشینهساز𝑚تساویو𝑘نامساوی

𝑘و(binding)ازنوعقیدمانعناتساوی𝑘0فرضتعداد − 𝑘0ناتساویازشمارقیدغیرمانع(non binding)

فرضماتریسژاکوبیرتبهکامل

ℒ 𝒙, 𝜆1, … , 𝜆𝑘 , 𝜇1, … , 𝜇𝑚 = 𝑓 𝒙 − 

𝑖=1

𝑘

𝜆𝑖 ℎ𝑖 𝑥 − 𝑏𝑖 − 

𝑖=1

𝑚

𝜇𝑖 𝑔𝑖 𝑥 − 𝑐𝑖

I) 
𝜕ℒ 𝒙∗,𝜆∗,𝜇∗

𝜕𝑥𝑖
= 0, ∀𝑖 ∈ 1, … , 𝑛

II) 𝜆𝑖
∗ ℎ𝑖 𝒙

∗ − 𝑏1 = 0, ∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑘

III) 𝑔𝑖 𝒙
∗ = 𝑐𝑖 , ∀𝑖 ∈ 1, … ,𝑚

IV) ℎ𝑖 𝒙
∗ ≤ 𝑏𝑖 , ∀𝑖 ∈ 1, … , 𝑘

V) 𝜆𝑖 ≥ 0, ∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑘

(ککت)



نتیجه

𝝀اگر.جوابشدنیمسئلةاصلیباشد𝑥همچنین.باشد(یگان)جواببهینةمسئلهاصلی∗𝑥فرض ∈ ℝ𝑘و
𝝁 ∈ ℝ𝑚و𝝀 ≥ 0

𝑞آنگاه 𝝀,𝝁 ≥ 𝒇 𝑥∗ ≥ 𝑓(𝑥)



مسئلةدوگان

یافتنبهترینکرانبالا



مسئلةدوگان

یافتنبهترینکرانبالا

min
𝝀,𝝁

𝑞 𝝀,𝝁



مسئلةدوگان

یافتنبهترینکرانبالا

min
𝝀,𝝁

𝑞 𝝀,𝝁

باتوجه

𝝀 ≥ 𝟎

(𝝀,𝝁)همچنین ∈ {𝝀,𝝁: 𝒒 𝝀,𝝁 < +∞}



برنامهریزیخطی

max 𝒄𝑇𝒙
باتوجه
𝐴𝒙 ≤ 𝒃



برنامهریزیخطی

max 𝒄𝑇𝒙
باتوجه
𝐴𝒙 ≤ 𝒃

𝑞 𝝀 =



برنامهریزیخطی

max 𝒄𝑇𝒙
باتوجه
𝐴𝒙 ≤ 𝒃

𝑞 𝝀 = min
𝝀

max
𝒙

𝒄𝑇𝒙 − 𝝀𝑇 (𝐴𝑇𝒙 − 𝒃)



برنامهریزیخطی

max 𝒄𝑇𝒙
باتوجه
𝐴𝒙 ≤ 𝒃

𝑞 𝝀 = min
𝝀

max
𝒙

𝒄𝑇𝒙 − 𝝀𝑇 (𝐴𝑇𝒙 − 𝒃) = min
𝝀

max
𝒙

𝒄 − 𝐴𝑇𝝀 𝑇𝒙 + 𝒃𝑇𝝀



برنامهریزیخطی

max 𝒄𝑇𝒙
باتوجه
𝐴𝒙 ≤ 𝒃

𝑞 𝝀 = min
𝝀

max
𝒙

𝒄𝑇𝒙 − 𝝀𝑇 (𝐴𝑇𝒙 − 𝒃) = min
𝝀

max
𝒙

𝒄 − 𝐴𝑇𝝀 𝑇𝒙 + 𝒃𝑇𝝀

𝒄اگر − 𝐴𝑇𝝀 ≠ ∞+آنگاهمقداراکسترممبرابر𝟎



برنامهریزیخطی

max 𝒄𝑇𝒙
باتوجه
𝐴𝒙 ≤ 𝒃

𝑞 𝝀 = min
𝝀

max
𝒙

𝒄𝑇𝒙 − 𝝀𝑇 (𝐴𝑇𝒙 − 𝒃) = min
𝝀

max
𝒙

𝒄 − 𝐴𝑇𝝀 𝑇𝒙 + 𝒃𝑇𝝀

𝒄اگر − 𝐴𝑇𝝀 ≠ ∞+آنگاهمقداراکسترممبرابر𝟎

𝑞 𝝀 =  
+∞, 𝒄 − 𝐴𝑇𝝀 ≠ 𝟎

𝒃𝑇𝝀, 𝒄 − 𝐴𝑇𝝀 = 𝟎



برنامهریزیخطی

max 𝒄𝑇𝒙
باتوجه
𝐴𝒙 ≤ 𝒃

𝑞 𝝀 = min
𝝀

max
𝒙

𝒄𝑇𝒙 − 𝝀𝑇 (𝐴𝑇𝒙 − 𝒃) = min
𝝀

max
𝒙

𝒄 − 𝐴𝑇𝝀 𝑇𝒙 + 𝒃𝑇𝝀

𝒄اگر − 𝐴𝑇𝝀 ≠ ∞+آنگاهمقداراکسترممبرابر𝟎

𝑞 𝝀 =  
+∞, 𝒄 − 𝐴𝑇𝝀 ≠ 𝟎

𝒃𝑇𝝀, 𝒄 − 𝐴𝑇𝝀 = 𝟎

min𝒃𝑇𝒚
باتوجه
𝐴𝑇𝒚 = 𝒄
𝒚 ≥0



برنامهریزیخطی

max 𝒄𝑇𝒙
باتوجه
𝐴𝒙 = 𝒃
𝒙 ≥ 0



برنامهریزیخطی

max 𝒄𝑇𝒙
باتوجه
𝐴𝒙 = 𝒃
𝒙 ≥ 0

𝑞 𝝀, 𝝁 = min
𝝀

max
𝒙

𝒄𝑇𝒙 − 𝝁𝑇 𝐴𝑇𝒙 − 𝒃 − 𝝀𝑇𝒙 = min
𝝀

 max
𝒙
{ 𝒄 − 𝐴𝑇𝝁 − 𝝀 𝑇𝒙



برنامهریزیخطی

max𝒄𝑇𝒙
باتوجه
𝐴𝒙 = 𝒃
𝒙 ≥ 0

𝑞 𝝀, 𝝁 = min
𝝀

max
𝒙

𝒄𝑇𝒙 − 𝝁𝑇 𝐴𝑇𝒙 − 𝒃 − 𝝀𝑇𝒙 = min
𝝀

 max
𝒙
{ 𝒄 − 𝐴𝑇𝝁 − 𝝀 𝑇𝒙



برنامهریزیخطی

max 𝒄𝑇𝒙
باتوجه
𝐴𝒙 = 𝒃
𝒙 ≥ 0

𝑞 𝝀, 𝝁 = min
𝝀

max
𝒙

𝒄𝑇𝒙 − 𝝁𝑇 𝐴𝑇𝒙 − 𝒃 − 𝝀𝑇𝒙 = min
𝝀

max
𝒙

𝒄 − 𝐴𝑇𝝁 − 𝝀 𝑇𝒙 + 𝒃𝑇𝝁

𝒄اگر − 𝐴𝑇𝝁 − 𝝀 ≠ ∞+آنگاهمقداراکسترممبرابر𝟎

𝑞 𝝀, 𝝁 =  
+∞, 𝒄 − 𝐴𝑇𝝁 − 𝝀 ≠ 𝟎

𝒃𝑇𝝁, 𝒄 − 𝐴𝑇𝝁 − 𝝀 = 𝟎

min𝒃𝑇𝒚
باتوجه
𝐴𝑇𝒚 ≥ 𝒄
𝒚 ≥0



قضیةدوگانضعیف

.باشد(یگان)جواببهینةمسئلهاصلی∗𝑥اگر

.باشدبهینةمسئلةدوگانجواب∗𝝀∗,𝝁اگر

𝑞آنگاه 𝝀∗,𝝁∗ ≥ 𝒇 𝑥∗



قضیةدوگانضعیف

.باشد(یگان)جواببهینةمسئلهاصلی∗𝑥اگر

.باشدبهینةمسئلةدوگانجواب∗𝝀∗,𝝁اگر

𝑞آنگاه 𝝀∗,𝝁∗ ≥ 𝒇 𝑥∗

نتیجه

.بیکرانباشد،دیگریناشدنیاست(اعمازیگانیادوگان)اگریکیازمسئلهها



!(شدنپذیری)قضیةدوگانوشدنی

مسئله دوگان

بهینه بی کران ناشدنی

مسئله یگان

بهینه بله خیر خیر

بی کران خیر خیر بله

ناشدنی خیر بله بله



دوگانولف



انواع-بهینهسازی

c(x) f(x) نام

- غیرخطی نامقیدبهینهسازی

خطی خطی برنامهریزیخطی

خطی درجهدو برنامهریزیدرجهدو

خطی غیرخطی خطیبهینهسازیمقید

غیرخطی غیرخطی یمقیدیابهینهسازیغیرخطبهینهسازی



الگوریتمهایبهینهسازیمقید

برنامهریزیخطی
روشسیمپلکس
روشنقطهدرونی

برنامهریزیغیرخطی
روشهایجریمهای
روشهایبرنامهریزیدنبالهایدرجهدو
روشهاینقطهدرونی

تقریباهمگیمبتنیبرجستجوخطومنطقهاعتماد

Kevin Carlberg
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